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Zusammenfassung:

Ausgehend von einigen Messungen zum Problem der gestriche-
nen Saite wird versucht, die dynamischen Vorginge mit Hil-
fe folgenden Modells der gestrichenen Saite zu beschrei-
ben. An der Anstreichstelle wirkt zwischen der Saite und
dem Bogen eine Reibungskennlinie. An dem einen Ende ist
die ideale Saite starr eingespannt, an dem anderen Ende
ist die Saite einmal mit einem reellen Widerstand, zum
anderen mit einem einfachen komplexen Widerstand abge-
sdhlossen.
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1. Einleitung -

In dieser Arbeit wird versucht, die gestrichene Saite
durch eine dynamische Theorie zu beschreiben.

~Die Einleitung umreiBt kurz die vorhandenen theoretischen
Uberlegungen, Beobachtungen, Messungen und Ergebnlsse zum
Problem der gestrichenen Saite.

Die erste brauchbare Theorie, die die Messungen befriedi-
gend beschreibt, wurde von Helmholtz /1/ 1860 entwickelt.
Seine kinematische Theorie erkldrt den Zusammenhang

zwischen der Amplitude v , dem Anstreichort X, und der
Bogengeschwindigkeit Vg in jedem. Punkt der Saite:
. . 1
AV 3V, : fv.] =1:x:1-x, Av = = Vg (1)
: " ,

Der Zeitverlauf der Auslenkung y und der Schnelle v die-
ses Holmholtztyps mit den in Gleichung (1) angegebenen
GréBen ist in Abb. (1) dargestellt. Von RAMAN /2/ und
KRIGAR-MENZEL /3/ wurde diese kinematische Beschreibung
der SaitenbeWegung durch freie Wellenbewegungen erweitert
bzw. vervollsténdigt. Es ergibt sich aus diesen Uberle-

- gungen, dafB der oben beschriebene Helmholtztyp - ‘selbst
nur in einer modifizierten Form - sich nur einstellt,
wenn der Anstreichort x, zur Gesamtlénge 1 der Saite sich

. a ‘
verhilt wie %— = L; MIT .= 14847 awns Da die Harmonischen,
die an dieseraAnstreichstélle einen Knoten haben, nicht
erregt werden konnen, miissen diese von den Harmonischen

des eigentlichern Helmholtztyps abgeZogen werden:

Ar(t)= T(i _;(: (_é,_()u 2.:1‘_1rt) - _}_ A ,“L n'l-TX)Cos()ﬂWTt))

nad h=41

Dabei stellt die erste Summe die Schnelle des eigent-
lichen Helmholtztyps dar; die zweite Summe kennzeichnet
die nicht erregbaren Harmonischen. Die Schnelle eines mo-
difizierten Helmholtztyps fﬁr'%; = 4 ist in Abb. 2 darge-
stellt.
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Zur Beurteilung der dynamischen Vorgénge ist die Kennt-
nis der Energiezufuhr am Anstreichpunkt und der im System
vorhandenen Energieverluste notwendig. \

Die zwischen Bogen und Saite wirkende Reibungskennlinie,
die von mehreren Autoren angegeben wird, wurde noch ein-
mal unter verschiedenen Bogenansdruckkrédften F, und zwei
verschiedenen Arten von Kolophonium gemessen. Es ergaben
sich vor allen Dingen bei verschiedenen Bogenandruck-
kraften B unterschiedliche maximale Haftreibungspunkte
(F. Hmau{) (Abb. 3).

Der eventuelle longitudinale Innenwiderstand der Bogen-
haare oder des hier benutzten Perlonbandes wurde in einer
Arbeit von OTTMER /4/ gemessen. Die Bogenhaare wurden
zwischen zwei feste Enden eingespannt und in der Mitte

mit einem elektrodynamischen System erregt, an dessen
Eingang der Strom und die Spannung gemessen wurden

(Abb. 4). Dieser longitudinale Widerstand der Bogenhaare
ist in Abb. 5 aufgetragen. Der longitudinale Widerstand
) der Bogenhaare ist im interessierenden Frequenzbereich
groB3 gegeniiber der Kennimpedanz der Saite m'c. Der Wider-.
stand der Bogenhaare Wy bleibt unterhalb der ersten longi-
tudinalen Resonanz bei 1250Hz immer groB Wy > 5 %ﬁg |
gegeniiber der Kennimpedanz, z.B. einer umsponnenen ‘
d-Saite m'c = 0,04 %ﬁﬁ . Der Bogen kann also gegeniiber
der Saite als starr betrachtet werden, d.h. der Bogen
zwingt in der Haftphase seine Geschwindigkeit der Saite
auf. - ‘

Mift man die Schnelle des Schwerpunktes der Saite direkt
am Anstreichort mit einem elektrodynamischen Verfahren
(Abb. 6), so erkennt man, daB die in der Haftphase er-
wartete Gleichheit von Saitenschnelle und konstanter
Bogengeschwindigkeit nur im Mittel besteht. Es sind vor
allen Dingen bei groBen Bogendruckkriften kleine Schwan-
kungen zu beobachten (Abb. 7, 8). Diese Schwankungen der
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Schnelle wilrend der Haftphase lassen sich durch das
exzentrische Angreifen des Bogens an die Saite erkliren.
Der Bogen erregt die Saite nicht nur zu Transversal- son-
dern auch zu Torsionsschwingungen. Die von TIPPE /5/ be-
~nutzte optische Apparatur zur Messung der Torsionsschwin-

gungen ist mit einigen nachgezeichneten Oszillographen-
bildern in Abb. 9 angegeben.

Der durch das exzentrische Angreifen des Bogens sich er-
gebende Reflexions- und Transmissionsfaktor fiir die Trans-
versalwelle ist von LAZARUS und EISENBERG /6/ untersucht
worden. An eine ca. 30 m lange Saite wurde in der Mitte
-ein Bogen an die Saite gedrilickt, so daB immer Haftreibung
vorlag. An einem IEnde wurde die Saite mit einem kurzen
transversalen GauBtonimpuls angeregt und dann der reflek-
tierte und transmittierte Transversalimpuls gemessen .
(Abb. 10, 11). Einige MeBergebnisse sind in Abb. 12 dar-
gestellt. Der Bogen‘reflektiert eine Transversalwelle in
der Haftphase je nach Durchmesser der Saite nur zu

50 + 90 %, der Rest wird transmittiert.

Der eingeschwungene Zustand einer angestrichenen Saite ist
nur zwischen gewissen Grenzen dey‘Bogenandruckkraft'FZ,
dem sogenannten minimalen und maximalen "Bogendruck"

FZ nax und F, - moglich. Der minimale "Bogendruck" wurde
von verschiedenen Autoren, wie RAMAN /2/ und ROLOFF /7 /
gemessen. Die minimale Bogenandruckkraft ist die Kraft,
die gerade noch den eingeschwungenen Zustand (Helmholtz-—
typ) aufrechterhilt. Eigene MeBergebnisse befinden sich
in Abb. 1%, 14. Innerhalb dieser Grenzen hat der'Bogen-
druck nur geringen EinfluB auf den eingeschwungenen
HELMHOLTZ-Typ. Die Anderung des Bogendruckes veridndert

nur in geringerem Mafle die Dauer der Gleitphase und die
Dauer des Ubergangs von der Haftphase zur Gleitphase und
umgekehrt (Abb. 7,8). Diese Veridnderung am Zeitverlauf
stimmt mit den Beobachtungen von Geigern iiberein, daB bei
ansteigendem Bogendruck und bei sonst unveridnderten Be-
dingungen der Anteil der hohen Frequenzen zunimmt. Dieser

/
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EinfluB des "Bogendruckes" 188t sich im Prinzip durch
das Vorhandensein einer Biegesteife, LAZARUS /8/, oder
durch einen komplexen AbschluBwiderstand an einem Ende
der Saite (CREMER, LAZARUS /9/) erkliren. Eine befrie-
digende Klirung kann erst eine dynamische Theorie brin-
gen.

Damit sind kurz die Vorginge am Ahstreichort umrissen,
an dem die schwingende Saite dem Bogen die notwendige
Energie entzieht, um den stationdren Zustand aufrecht zu
erhalten (Selbsterregungsmechgnismus).

Die andere Frage ist, welche Art von Verlusten miissen
durch diese Energieentnahme am Anstreichort gedeckt wer-
den. Verluste folgender Art sind moglich:

1. An der Anstreichstelle wirkt zwischen Bogen
und Saite in einem gewissen Zeitabschnitt in
jeder Periode eine Gleitkraft. Dieser Energie-
verlust 2 FG . ¥y kann jedoch durch eine im
Mittel gleich grofle Haftreibungskraft (?ﬁ = F
in einer Periode wieder ausgeglichen werden.

)

2. Innere Verluste in der Saite sind bei Transver-
salschwingungen durch eine komplexe Biegesteife,
bei Longitudinal-Schwingungen durch einen
komplexen Elastizitidtsmodul zu erfassen. Der
EinfluB der Biegesteife 14Bt sich durch einen
kleinen‘Saitendurchmesser und der der Longitudi-
nalschw1ngungen durch geringe Schw1ngunrsamoll-
tuden klein halten.

3. Die unmittelbaren Abstrahlungsverluste an der
Saite lassen sich auch durch einen kleinen
Saitendurchmesser gering halten.

4. VerhdltnismédBig schwierig sind die Verluste in
den Einspannungen der Saite zu erfassen. Einige
Messungen von Abklingkonstanten von Saiten mit
zweil verschiedenen Einspannungen liegen von
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'REINICKE /10/ vor (Abb. 15). Ist die Saite auf ein
Instrument gespannt, so bestimmt im wesentlichen der
Streichinstrumentenkdrper die Verluste.

Da bel einem Streichinstrument notwendigerweise an einem En-

de der Saite dieser Energie entzogen wird - innere Verluste

“und Abstrahlungsverluste des Geigenkdrpers -, wird versucht,

ein Modell der gestrichenen Saite zu untersuchen, in dem die

Verluste an einem Ende konzentriert sind.. -

2. Versuch einer dynamischeanheorie

2.1 Problemstellung ,
Nach den bisher beschriebenen Einschrinkungen wird das Prob-
lem der gestrichenen Saite wie folgt formuliert: Eine Saite
wird an der Stelle x = O von-einem Bogen der Breite b—» 0
mit der Schnelle vy angestrichen und mit einem "Bogendruck"
Fz gegen die Saite gedriickt. Zwischen Bogen und Saite wirkt
die Reibungskennlinie Fp (Abb. 3). Die Saite selbst ist durch
ihren Massenbelag m' und die Spannkraft FX gekennzeichnet.

Die Auslenkung y geniigt der Wellengleichung

® g (x,%) = ¥ (x,%) (2)
mit
F
g X
c =\ mr

An den Enden ist die Neigung y', die einer Querkraft
Q = -F, . y' entspricht, mig der Schnelle v durch ein vor-
gegebenes Differentialgleichungssystem verkoppelt.

Wir suchen eine periodische LOsung des Systems, die an der
Anstreichstelle die konstante Bogengeschwindigkeit in der
Haftphase und die vorve"ebene Gleitkraft in der Gleltphase
beriicksichtigt. Bine Verkopplung der Schnelle v(x,t) und der
Kraft an der Anstrelchstelle ¥ (t) beschreibt das Faltungs-
1ntegral

-
v(x,t) = / A(x, 80 = T) By (7) ar (3)

(<]
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Dabei ist A(x,t) die Antwortfunktion des Systems (Saite
plus Randbedingung an den Enden) auf einen Diracimpuls.
An der Anstreichstelle muB das Faltungsintegral (x = 0)

‘ 3 ,

v(0,8) = [ 40,5 -7 ) F(r)dr (4)
3 0

und die Reibungskennlinie FR

P, (%) = Fg (v(0,) - vp) (5)
erfiillt werden. Gesucht 1st eine periodische Losung mit
der Periode T ab einem bestimmten Zeitpunkt 4% 3
dann gilt zusidtzlich bei t > * 3

v(mt+T)=v(LtL o/ﬁ(xﬁ)dt=0(&

Zur Berechnung der Antwortfunktion A (x,t) benutzt man
zweckmiBig die.Laplacetranéformation. Zur Bestimmung
des gesuchten Kraftverlaufes in der Haftphase und des
Schnelleverlaufes in der Gleitphase mufBl dann im Zeitbe-
reich das Faltungsintegral (Gl. 3) mit der bekannten
Antwortfunktion und die Reibungskennlinie (Gl. 5) er-
fiillt werden. Die Antwortfunktion A(x,t) berechmet man
aus dem Eingangswiderstand w(x,p) der Saite an der

Stelle x iiber die Laplaceriicktransformation:
_ o 1 :
A(x,t) = ;f‘ (WTETT)) (7)
mit

t
Wf‘r’) /A(xt) e P dt .

Den Eingangswiderstand erhilt man durch die Transforma-
tion der Wellengleichung fiir die Auslenkung y>bzw.
Schnelle v und der Querkraft Q = -Fx y' und den bekann—
ten Randbedingungen an den Enden in den Laplace Unter-
bereich. Es gelten dann folgende Beziehungen (Bezeich-
nungen siehe Abb. 16):



X=X,
A wv(xop)_
wxp)  Q(p)

_ Y (sinhl-x) + v, coshy(e,-x))(siahyts + 7‘1&1 coshyt;)
A :
(/l+ W} 4mhy-e + (9"74 +’ﬁ;.)coshxe’

X=X (18)

A _ Y(sinhve, + 7’1;,—4 coshye,')(sinhr(e,_-x)+y’£—v-1coshy(ez-x))
= 7 ,
wip)  (A+ VT, ) dinhye + (\7?-”/: + 7':—”;)C°SB)“(

bei
Xy= %y = Vv (xy=0,p)=Vv(x3=0,p)
Q (X4=0,P) + Q("2=°:P) = Q(P)=?y
Xy =€,
Q(CAJP)= \N,](P) 1:= 4- )'W,,
V{e«UP) 4+)/\,V4
xz =Zz
Qs p) | 4-Yw,
W, ( V= 2
'v'(e).)P) 2 ) 2 4+YW2
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Dabei ist w1, Wo der AbschluBBwiderstand und r1, Ty der

auf die Schnelle bezogene Reflexionsfaktor an den beiden
"Enden der Saite.

‘Bei der Riicktransformation von -JL; kann man zwei
) w(x,p)
Wege beschreiten:

A
wix,pl

wird in Teilwellen, die ﬁber die Saite
laufen, zerlegt;

2. . . wird in Eigenfunktionen entwickelt.
w(x,p)

2.2‘Berechnung der Losung durch Synthese der Teilwellen

Die Synthese der Saitenschwingungen aus iiber die Saite
wandernden Teilwellen - der vielleicht physikalisch iber-
sichtlichere Weg - soll zuerst beschritten werden.

Aus der Gleichung (8) erhilt man im Unterbereich folgen-
de Darstellung:

) -y-228. -y2¢
viopl=dyap 1+ AR TR e

grizesae, 2 -126+28)

-y2¢
or? 172

A AR (9)

. —y4e
+.Zv;"7;"ey- veo ']
Da uns im wesentlichen nur der EinfluB einer Randbedin-

gung interessiert, wird r, = -1 und ry = -T gesétzt. Die
Ricktransformation ergibt dann: '

= t
viot)=4Y[alt) - [ (t-r)Q(r-Ledr-Alr-2)

2¢4 (10)
c f
% t
+.Z/-R,, (t-7) A(r-2E)dr -/ R, (t-7) Q (- Ziz—zﬂ)dr..‘.]
¢ & 2e+264 .
c

mit
- i )
7{& = 2 (1’ (P)) ( v=42,3...
- Diese Gleichung (10) ist das Faltungsintegral, G1.(4),
bei bekamnter Antwortfunktion in einer anderen Darstellung.
Die noch unbekannte Schnelle v(t) und die Kraft Q(t):Fy(t)
in Gleichung (10) miissen zusédtzlich die Reibungskennlinie,
Gleichung (5), in der Haft- und in der Gleitphase erfiillen.
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Man erkennt sofort, daB sich nach jedem Zeitintervall —-l,
21, 21 + 21, c
. S sos USW,., eine Schnelle-Teilwelle hinzu-

addiert. So 148t sich die Losung zeitlich gestaffelt ent-
wickeln.

In der Zeit
(11)
20 28 . | - - 4
2L <t ¢ TL gilt "“"”‘fy a(t) Zef'R (t- 'r)Q('r-ze Jdr]
1
<

UsSWe usw,

In jedem Zeitintervall hat man erstens eine Beziehung

(Gl. 11) in Form einer Integralverknlipfung zwischen der
Schnelle v(o,t) und der Kraft Q(%) an der Anstreichstelle,
die gleich der Kraft ist, die an der Anstreichstelle zwi-
schen Bogen und Saite w1rkt und zweitens eine Beziehung
zwischen der Kraft und der Schnelle liber die nichtlineare
Reibungskennlinie., In jedem Zeitintervall hat man also eine
nichtlineare Integralgleichung zu losen. Dieses LOsungs-
prinzip 188t sich am besten graphisch erldutern ('A’bb_o 17).

Nimmt man zum Zeitpunkt t = O verschwindende Anfangsbe-
dingungen (v (x,t+ = 0), Q (x,t = 0) = 0) an, dieses war
hier vorausgesetzt worden, so ergibt sich im ersten Zeit-
intervall aus dem Schnittpunkt der beiden aufgetragenen
Gleichungen in der Q (t) = Fy(t)/v(o,t)—Ebene :

v(o,t) = vy
Q(t) = Fo(t) =

Die Schnelle und die Kraft ist jetzt in diesem Zeltlntsr—
vall bekannt. Im zweiten Zeitintervall ist das Q (v - ———J
gleich dem Q(t) = F (%) aus dem ersten Zeitintervall und
man hat wieder aus Gleichungen 2 Unbekannte zu bestimmen.
Allerdings erh#lt man hier - je nach R( t - T ) - einen
zeitabhingigen Schnittpunkt: eine Schnittkurve. Nach die-
sem Prinzip ktnnte man den ganzen Zeitverlauf auf der Saite

- sukzessive bestimmen, was allerdings sehr aufwendig ist.
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Da uns vor allen Dingen sich ergebende periodische Schwin-
gungen interessieren, nehmen wir an, dafl ab einem Zeit-
punkt t* die Saite periodisch schwingt. Die MOglichkeit
und die Form dieses periodischen Zeitverlaufs wird ge~
prift und berechnet. '

Wir nehmen noch eine nicht die Allgemeinheit einschridnken-
“de Vereinfabhung vor. Der Anstreichpunkt 11 soll zur Sai-
tengesamtlénge 1 in einem rationalen Verhdltnis stehen:
1/11 =i, i=1,2,3.... Dann werden die oben beschriebe-
nen Zeitintervalle alle gleich lang: 2 1 /c Da die fol-
genden Berechnungen verhdltnlsmaﬁlg umfangrelch sind, wer-
den sie an einem konkreten Beispiel 1/11 = 4 erliutert.
Die Verallgemeinerung macht dann keine Schwierigkeiten.

Zum Zeitpunkt t¥ =n 2 11/0 soll die Saitenbewegung perio-
disch mit der Periodendauer T sein. Wir interessieren uns
also fiir den Zeitverlauf bei t > t* und versuchen Ab-
hingigkeiten der Schnelle und der Kraft von der Zeit

t < t* zu eliminieren. Nimmt men der Einfachheit halber
n =16 an, ergeben sich folgende Gleichungen:

463&4 <t < 17 2—ce-‘.‘ V(ot)= Vhyy =Vyz = -'-’-Y[QH)*

+ 2/ R, (#- T)Q(«r-16154)clr- ['lz,r(t ?)Q('r-432e4)d1'

16264 43264
‘('
- | R tt-m) @ (- 451e4)d1-+z/1m r)Q (- 41284)d1-
15264 ,,2_194
=, [=3 )
fn3 (t-7)Q(T- Szed)d'r sew | (12)
92&4

oder in vereinfachter Schreibweise:
4 2 8
Vhea =Yy ——)’faﬂ = {'Rq"'Q+R3*Q +123kq+
6 42, 40 46 s
+ Ry *Q + R *Q+R,*Q + RxQ + Rx Q)+

5
+2(R#Q + Ry*a + R, %q + R,¥a)] |
(13)
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5 3 g
Vovg=Vs =4 Y[Q- (R QR0 + R Ea s R, £a..2 %

+’RA,’?Q+’R«:4’EQ)+2(24§Q‘+R3*Q“"R * Qf?,,*-Q)]
Yz = Vo =2.7[Q49 (R *Q+P¥¥Q+'R3¥0+’R *Q...’QI*Q

’{ ';fa + R,*Q)-&?_(R,’_*—Q +'RJ¥Q +’124,_a(-l2+R *-Q)]
Vil = Vg =-‘-Y[on - (R5iQ + Ry ;a*'lp‘fiQ'“ ?11362
H{*Q+Q¥Q)+2(Q¥&i42*0+%fa+? ‘q)]

. 8 %t
Vh+s =V24 =iY[Cl24 "(Rs‘;Q + ’R *2'-62 "'R‘r*Q'" 12"*&

+'R X Q + R, *Q +7_(R5*Q+'R x‘a R x—Q+121vQ+P¥(2)J

wob}el + | .
R, ¥ Q= [ R, (+-7)Q (- (k-] )28«) A (k-a)<t < B
k-— )264 i, j =0,1,2,3 ..

k.=n+1,n+2 n+ 3 ...

Man versucht jetzt die Schnelle v und Kraft Q, die nlcht
periodisch sind - also v(t) und Q(t) fir t < t¥ - zu eli-
minieren. Das ist bei einem allgemeinen R(%t) = it =1 () )
schwierig, bel einem konstanten Reflexionsfaktor

R(t) = dit)+ = x”(»ratrt;o))

aber leicht moglich.
Es ergeben sich dann folgende Gleichungen fiir die einzelnen
Zeitintervalle

Y+ 1T ¥y = Q17 * S1

Vp t 2= Vg =Qg 5y - T Qy

Vp t 3= V49 =Qqg t 53 - T Qg

Vy t A =V = Qb By - I“Q19 = Q7

Vpt 2= Vo =Qpq + T8y =T Ry~ Qg t BT Qyy
Vn*6=V22=Q22+1‘52'rQ21‘Q19+2rQ18"—"2Q17
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)
=0

=
il

. e 2

Die ‘Summanden S;, dessen Wert sofort aus dem Vergleich der
Gleichungen (14) und (13) folgt, lassen sich eliminieren
und man erh#lt: ' |

Voq = I"V'17 = Q21 D Q17 = & QZO - Q18

Vap " TVig = Qpp + T Qg = T Qpq = Qg

Vos T TVig = Qp3 + T Qg - T Qyp - Qg (15)
mit ‘

Vj =4T'(f- (k_é)2_§1) j:. 4,2,3...

(k-4)28 ot 2« 28
< c

: : i) 264 :
'Qj'a(‘,“(k a)C) K= e, e m+3 .0

Man hat hier tatsédchlich nur GroBen, die von der Zeit

ty» t¥ abhéngen. Die periodischen Bedingungen fiir die ‘

Schnelle und die Neigung bei T = 2 1/c und 1/11 = 4 lauten:

Vst F Vpao t Yzt Ve =0

Yn = Vnag

Q_n = Qn+4
S E>t¥ = n 281
. - C ,
Die Gleichungen fiir periodische Bewegung ergeben sich dann

zu:
Vig (1 - 1) = Q7 (1 +1) -1 QZO - Qg
vig - (1-r)= Qg (1 +1) =T Qy - Qy
Vig (1

i
(2]
R
1

Q19 (1 + l") - T Q22 & QZO
Voo (1nf r) = Qo (1 +r)—r Qz = Qpy
Die Koeffizientendeterminante bei vorgegebener Schnelle und

bei gesuchter Kraft Q70 Qqg» Qqg» Qpg Vverschwindet. Bs
werden deswegen die Kraftdifferenzen (Q17 - Q4g)s (Qug - Q19),
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(Q19 - QZO)’ (QZO - Q17) als Unbekannte definiert und man
erhdlt dann als Koeffizientendeterminante den Wert 1 - r4.
Die Losung ergibt

' A ' 2 7
Qe ~ Qg T {aer)® [V'”‘ +”\{'?,+ TVig t T Vag |

' - 4 | 2 . - T
Q"g- a/fg —(4{-1—)2' [kif + ¥y 4= V).o = % \//19]
| A | . -
Q/[ﬂ - QZO —(A“__',,)).[Vdﬂ * va‘if -f-}T Yl?- +73V2¢] (1 )
A 2 5 3
Q - Quz= {/1+Y)"[vu t Vg Ty ‘417

Lost man das Gleichungssystem (18) unter Berficksichtigung
der Reibungskennlinie, erhdlt man fiir die Schnelle den
Helmholtztyp. (Abb. 1 und 18.)

Vig = V4g = v19A = Vg, Vog = = 3 VB,V"'r
und fiir die Kraftdifferenzen

P Vg
Quq - Qg = L —»_{/AX l/wrjz [A-37 47"+ *]

. A
Qup - QA‘.':*-"SAP"\SM‘“TB;;;. [4“”-37“1*7‘3] (19)
3
Q,,g - on“?—y/te'ryzo {4”),_ [4*"""7 ‘3"']
\/

Qe - Q14 =T\;10 n Y1+ = (/'f'f)l ["34‘7’ + 154’ ]

Nimmt man r =1 -¢ . ( € <«<4 ) an, so erhilt man die auch
schon von RAMAN /2/ unter etwas anderen Voraussetzungen
errechneten Stufenkriéfte (Abb. 18):

s g
- Fig==73 3

¥iq

F1g = Fig =+ vp

Fig = Foo = + Vg 3¢ (20)
Foo = Fy7 = m Vp3e

Ermittelt man die maximalen und minimalen Bogenkréfte Fz pa—
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und F, ;. » so erhdlt man fiir F, ___ den von CREMER /11/
angegebenen Wert 2 m' C AV . Die minimale Bogenkraft
beir =1 - ¢ wird |
A | Txml (4 ,
Fanin = —=" % ¢ (21)

Fhmar™ Mo ey &

Diese Gleichung beschreibt schon im Prinzip die richtige
Tendenz: Der notwendige minimale'"Bogendruck" steigt bei
hoherer Bdgengeschwindigkeit,desto n&her man am Steg an-
streicht und desto dicker die Saite ist. Allerdings ist
die Abhidngigkeit vor allen Dingen von dem Verhidltnis 1/11
noch nicht befriedigend, denn am Steg benttigt man sicher
eine groBere minimale Bogenkraft als diese Gleichung an-
gibt, da, wig die Messungen zeigen (Abb.44), der minimale
"Bogendruck" zum Steg hin stdrker als nur mit 1/11 an-
steigt. Da sich diese LOsung bei Annahme eines frequenz-
unabhingigen Reflexionsfaktors aus einer Folge von Dis-
kontinuitidten aufbaut, braucht dié Reibungskennlinie nur
an gewissen Punkten erfullf zu sein. So geschieht der Uber-
gang von der Haftphase zar konstanten Gleitgeschwindigkeit
in der Gleitphase in.ﬁnendlich'kurzer Zelt; eine kontinu-
ierlich von der Relativgeschwindigkeit abhingende Gleit-
reibungskraft kann so nicht berilicksichtigt werden. Bei
der Annahme eines. frequenzunabhingigen Reflexionsfak-~
tors kann man nur einen minimalen Bogendruck angeben.
Einen Einilufl des Bogendruckes auf die Dauer der Gleit-
phase , wie er in Abb. 7, 8 erkennbar ist, ist‘unter die-
sen Voraussetzungen nicht erklérbar.

Die periodischen Schwingungen der Saite wurden hier,
ausgehend von verschwindenden Anfangsbédingungen, ent-
wickelt. Auf die Erweiterung dieser Berechnungsmethode
bei Annahme einer bekannten Anfangsbedingung soll hier
nicht eingegangen werden, da Rechnungen sehr umfangreich
sind und in jedem Fall auf das gleiche Ergebnis (G1.(17),
(19)) fiihrten.

Es wire Wunschenswert, mit dieser beschriebenen Methode
auch periodische Schwingungen bei Annahme eines komplexen
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AbschluBwiderstandes an einem Ende berechnen zu kbnnen.
Die bisher bei einem reellen AbschluBwiderstand r4 r(p)
vorausgesetzte Periodendauer T = %l, wdre bei einem kom-
plexen AbschluBwiderstand r = r(p) unbekannt und auBerdem
lieBe sich diese Periodendauer nicht in Hquidistante Tei-
le 211/c zerleben.

Aus diesem Grunde ist eine Synthese aus Teilwellen zu
einer periodischen Schwingung sehr uniibersichtlich und
aufwendig.

Die Ergebnisse von KELLER /12/ und FRIEDLANDER /137 lassen
sich aus Gleichung (13) nur fiir r = 1 leicht verifizieren.

2iD Berechnung der L7 sung durch Synthese der Eigenfunk-
tionen.

Es wird im folgenden versucht, eine periodische Losung

bei t - oo (stationdrer Zustand) zu finden, indem man die
Antwortfunktion A(x,t) durch die Entwicklung des Eingangs-
leitwertes in Eigenfunktionen erhdlt. Dabei

w(xX,Dp)
wird die Bogenkraft Fy(t) = Q(t) periodisch vorausgesetzt:

P, (t) ='Fy (t + T).

Der Ubersichtlichkeit halber werden ?ier die ganzen Rech-
nungen zur Rﬁck?ransformatlon von w(x,D) weggel,ssen und
nur das allgemeine Ergebnis angegeben:

- A 1 '
vxt) = LN G Ty ) = (At t-T) Fyr)dr
o
mit der Antwortfunktion eines Diracimpulses

i s 4 )
A(X,t)—ot (Wp)) )

bei einer periodischen Kraft

‘ ~ A1 "F%p) = |
vix )= L (w(x‘P) P )= afAT(x,t--rH—;m dr

mit der Antwortfunktion eines periodischen Diracimpulses

Aret)="" A 4.

W(XIP, A= &-PT )



= Al =
im stationdren Zustand (t -+ o)

'vrx t)= fAm(x,t -7r) ¥ (v)dr (22)

mit der Antwortfunktlon eines periodischen Diracimpulses
‘bei t = oo |
Apoo xit) = l:.m- Ancx,t)

+ —>o0
o0
Pn
df- Z w{*'f’n) PaT s s

Dabei ist: |

4 _ _ymhin(la-x) (sinh£eg, + Y, coshgnes) X =Xy
W(x,pp) inh £

(%, pn sinhBre + L coshgng (23)

A _y Ainh€re, (sinh£(ti-x) + 5 coshBrce,-x) x
W(x, p,) 4iuh§ne + ),-4&, coshg"e

Wp— o2 | pp= j%r‘

Wy = w , _— Ty (b)) o0<E<T

:Fy(t)-: Ty(ti'T) ) .'r_ 0 T<t

Auf die Berechnung bei einem rein reellen AbschluBwider-
stand'soll hier nicht weiter eingegangen werden, es erge-
ben sich die gleichen Resultate wie im vorherigen Abschnitt.

Uber den komplexen AbschluBwiderstand w = w! + jw" wird
vorerst nur angenommen, daBl er groB gegeniiber der Kenn-
impedanz 31; der Saite ist:

IwYi>> A (24)
Die Periodendauer T des einschwingenden Zustandes der
schwingenden Saite ist beim AbschluB der Saite durch einen
komplexen Widerstand vorerst noch unbekannt. Gilt jedoch
Bedingung (24) wird sich die Periodendauer T sicher nicht

sehr von der Periodendauer To = %—:L der 1dealen Saite unter-
scheiden; man wird ansetzen ktnnen: T = T_ + A4T. Die Er-

0
fahrung zeigt auBerdem, daB die Grundfrequenz der gezupften

Saite gleich der gestrichenen Saite ist, d.h. es ist

wobel wy der erste Eigenwert (n = 1) der Eigenwertgleichung
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der Saite mit dem entsprechenden AbschluBwiderstand ist

- YwipItfghp& =4 , p= ~dn+jo, (25)
Durch Entwicklung der Eigenwertgleichung in einer TAYLOR-
2n m

Reihe und mit Bedingung (24) erhilt man mit P, = J T
und ap = (- dn + j,Awn)

-Yw(p,) ap=4 (26)

Dann ergibt sich filir die Ddmpfungskonstante -6n und die Ab-
welchung von der Eigenfrequenz der fest gingespannten ide-
alen Saite Aw n

Eg = w' 4
ch TiwRy
(27)
4 wh 4
S 4wy = A
" Iwiz Y

Die Abwelchung von der Periodendauer der idealen Saite 1lE8%
sich dann sofort angeben mit n = 1

AT, _4wq
T Woq 21T n
Unter diesen Bedingungen und By = —Sn + J T Verschwin-

det der Imaginérteil des Nenners der Eigenwertgleichung
in erster Niherung. Der Eingangsleitwert wird dann
4 n : Iwity, .
= (- ANNI (L =x) |-—— Y sinlle
W(x, Pn) (-47"Y 8(2. )[w‘ ! ol X=X,
) " " wll
Hjld-j o deesBie ]

1 I 2N n . ’w,l ., )
.W(X,Pn)— (-1) )’mn%'ez [-_\47 y OlnﬂeF_'{f,,-x) ‘(25)

]
X

+jl4-j TV::' )cos TF(e,-x)]

Unter der Bedingung .
whsy w! ‘ ' o (29)
erhdlt man folgende Gleichung fiir den Eingangsleitwert

4 i 4 onT in hT - @ hr -
\:V—(T-)—Y—QT 4|n~—&-(e,,+X)[4:n eeA -éAlJ,,cos —-e—e,,] )(—-)(L
iPa € 9n (30)
A _ A __ nir 4 Do L x)
w(x.Pn)—y.e. d sin [mn (6-x)~ gaw,cos Zler ]
: c



- 50 -

Die in Gleichung (27) angegebene Abweichung von der Ei-
genfrequenz der fest eingespannten Saite ist sicher ver-
schwindend klein, so erhdlt man mit folgender Annahme

T, e (31)
eine sehr einfacheGleichung fiir den Eingangswiderstand
an der Anstreichstelle (x = 0):

* 2aw , .
4 Dl (32)
w(o, ) )/ 3 "= ¢4

Die sich hieraus ergebende Antwortfunktion lautet:

e e d = 4
Am(o,t T )= d— [ = (3%)

Diese Antwortfunktion, eingesetzt in das Faltungsintegral
(G1l. 22) unter Beriicksichtigung der Gleichungen (5), '
(6), muB dann eine Ldsung ergeben. Allerdings muB vor-
her der komplexe AbschluBwiderstand bzw. der Eingangs-
widerstand des GeigenkSrpers mit aufgesetztem Steg an-
gegeben werden.

Messungen iber den Eingangswiderstand von Streichinstru-
mentenkdrpern liegen von EGGERS /14/ und REINICKE /10/
vor. Einige Messungen von REINICKE sind in Abb. 19 angel
geben.

Es scheint aussichtslos, ein einfaches Modell fiir den Ein-
gangswiderstand des Geigenkorpers angeben zu. ktnnen, dessen
Betrag auch nur etwa dem des in Abb. 19 angegebenen ent-
spricht. Wie auch Phasenmessungen von Herrn REINICKE /10/
zeigen, wirkt der Eingangswiderstand - bei niedrigen Fre-
quenzen beginnend, zuerst als Steife bis zur 1. Hohl-
raumresonanz, dann als Masse und wieder als Steife bis

zur 1. Hauptresonanz usw. In Abb. 20 ist ein Versuch fiir
ein Modell des Eingangswiderstandes dargestellt. Auch
SCHELLENG /15/ hat den Eingangswiderstand des Geigenkdr-
pers dhnlich betrachtet.
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Flir die folgenden Berechnungen wurde als einfachster, fre-
quenzabhidngiger Abschlquiderstand eine Parallelschaltung

aus einer Steife und einem reellen Widerstand angenommen.
Selbstverstédndlich kann dieser einfache AbschluBwiderstand

nicht als eine Realisierung einer Eingangsimpedanz eines Gei-
genkorpers angesehen werden. Unser Berechnungsmodell stimmt

mit einem Streich;nstrument nur insofern iiberein, daB eine

Saite angestrichen wird und die Verluste entscheidend durch

den AbschluBwiderstand an einem Ende der Saite bestimmt sind.

Es wird auch im folgenden nur versucht, die gestrichene Saite
und nicht ein vollsténdiges Streichinstrument durch eine
dynamische Theorie zu schreiben.

Bei der Annahme einer Parallélschaltung aus einer Steife und
einem reellen Widerstand, und unter Beriicksichtigung von
Gleichung (24) und (29), ergibt sich eine Dampfungskonstante von

e 4 _w |
4??752?# 46M

Die Antwortfunktion Gl. (33) ist unter Beriicksichtigung von

Gl. (34) unten in Abb. 220 dargestellt. Die Differentiation

in G1. (22) konnte hier ausgefiihrt werden; da die Reihe bei der
angenommenen Dampfungskonstante Gl.'(34) konvergiert.

Es gibt die Moglichkeit, eine Losung fiir die angegebenen
Gleichungen (5), (6), (22), (33) im Zeitbereich oder im Fre-~
quenzbereich, zu finden. Im wesentlichen wird hier die L&sung
im Frequenzbereich vorgenommen, wobei ein sinnvoller Ansatz
fiir die Schnelle benutzt wird. Die Darstellung im Zeitbereich
soll nur die L&sung veranschaulichen. Bei der Losung im Fre-
quenzbereich ergibt sich dann durch den Ansatz einer Fourier-
reihe | o ,

v(x‘t)=_z v, (x) e IF

Ra = D

= jwk :
-.¢y(t)=z F, et (35)
, Mo = o
aus dem Faltungsintegral Gl. (22), indem man sich die Schnelle
und die Kraft im ganzen Zeitbereich als periodisch fortge-

setzt denkt; die bekannte Gleichung:

A v

Da die Kraft nur von der Zeit abhidngt, ist die Abhéngig-
keit der Schnelle v(x,t) von dem Ort x durch die
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Ortsabhingigkeit der Antwortfunktion A(x,t) bzw. des
15%275 vorgegebeh. Fir die Losung
wird deswegen ein Trapezansatz fiir die Schnelle gewahlt
(Abb. 21). Die von der Beobachtungsstelle x abhingende
.minimale Gleitphasendauer t_= t (x) wird aus Gleichung

- (28) und (3%6) bestimmt

Eingangsleitwertes

. : ti : b
" wa b < 2
x=%;, (37)
)’e——» Ain BT (€4 ) Aln Me, .
< .
Es ergibt sich
bo_ lut+x, -
T e (38)
Fir x = x1'erhé1t man folgende Gleichung
4 . - A . - 2 1 _
; p 39
Tn)'e 4m%Fe4(4m£Z-’(¢‘-x)- e—"— cosﬂe‘—r(ed-x)) . L33
c %n c4¥n

Diese Bedingung ist nur n&herungsweise erfiillbar, wobeil
zusiitzlich noch der Schnellesprung A4v als eine ortsab-
hingige GroBe Av = av(x) angenommen werden muB. Das
stimmt mit der Beobachtung liberein, daB beim Anstreichen
einer Saite in Stegnahe die Schnelleamnlltude von der An-
streichstelle zum Steg h1n abnimmt.

Wir werden uns jetzt mit den Bedingungen direkt an der
Anstreichstelle befassen. Der Einfachheit halber soll
die Saite in der Nihe des.Steges angestrichen werden, d.h.
es soll gelten:
nrés .« '

e <A (40)
Der Kraftverlauf in der Gleitphase ergibt sich bei An-
nahme eines bestimmten Schnelleverlaufes zwangsléufig.
Die Reibungskennlinie in der Gleitphése wurde dabei durch
eine Exponentialfunktion approximiert
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A a
Fo= Feflvi-wl o = vy (41)

Aus Gleichung (32) erkennt man unter Beriicksichtigung der
Gleichung (34)bsofort, daB beim Anstreichen der Saite sehr
nahe am Steg (11/3 << 1) unter Beibehaltung der Bedin-
gung (31), der Eingangswiderstand der Saite \v{a,jq")
frequenzunabhéngig wird. Unabhingig davon, ob dieser Fall
praktisch erreichbar ist, zeigt doch dieser Grenzfall,

daB beim Anstreichen der Saite in Stegn#éhe der Zeitver-
lauf der Kraft und der Schnelle sehr #hnlich sein miissen.
Deswegen wird in der Haftphase die Kraft als konstant an-
genommen. ‘

Es ergibt sich dann folgende Gleichung filir die Anstreich-
stelle

~ 4vd Ai»m,,-*-"‘- Alwwnt" =
» 2 2
n A
v g Bav te ts
- YEL hzﬂe,'[T ,smunz " _i__ e COSCJ,,- +69,,$an,, ]
EJn @n (pAV) + Q2

(42)

Dabei war eine stell abfallende Relbungskennllnle ange-
nommen worden:

B av >4 (43)

Da der Abstand des Anstrelchortes vom Steg als klein ange-
- nommen wurde, gilt dieses auch fiir die Gleltphasendauer
tG',,die minimale Gleitphasendauer t_ und fiir die Uber-
gangszeit t,. Ersetzt man in Gleichung (42) den sin x
durch sein Argument X, so wird der Eingangswiderstand
w(O0, jwn) frequenzunabhidngig, wie auch i und Fn. Da diese
erste Niherung unbrauchbar ist, benutzen wir eine weitere
Ndherung filr trigoniometrischen Funktionen

) CosS X = A-g—z—zi‘: - (44)
Man erh#lt dann 2 .Gleichungen

dmx o X (4_%_’-)



avi-_y 4 (vt k T i
4V yg ( )[Erﬁ..IFE]

Av i coF
2 2; (t + b )n

(45)

wéy €442 A dau ‘
eJ (& )"z{f"‘l FORF—FE )+ R0 b

A.

+ [~ (o, te)2a ti t
[‘(41)2 o _(,BM,)p“, (v, 2 )" 1s |

A
aus denen sich die beiden Kraftamplituden FH’ F unter
Berilicksichtigung von Gleichung (38), (43) ergeben:

T.avB e y2ye 4
Fray g ) e bigta, )
-k (46)
ta
Fu_ b2, 2435+ (28)? 162 (ge A )
¥ OLpav (u%&)l Tt Bav A+ B0

Es wird jetzt noch kurz die erhaltene Losung im Zeitbereich
an Hand der Abb. 22 diskutiert. Der gesamte Kraftverlauf

F (7 ) muB mulitpllzlert mit der Antwortfunktlon A(O t-7)
und integriert iiber eine Periode in jedem Zeltpunkt t den
Wert, der Schnelle w(t) ergeben. Andererseits muB die Kraft
Fy(t) und die Schnelle v(t) zusammen die Reibungskennlinie

B )
erfiillen. Zusétzlich muB das Integral iiber die Schnelle in
einer Periode verschwinden,.das ist der Fall, wenn

P, (t) = Fp (v(%) - v

_ V5T i s t_-_ 8,4
AV = 5 , bei F=F (47)

Die Abbildung ist wegen der Ubersichtlichkeit fiir

11/1 = 1/4 gezeichnet, obwohl fiir diesen Wert die voran-
gegangenen Berechnungen nicht mehr gelten, Bedingung (40)
ist niclf mehr erfiillt. In Abb. 23 sind schematisch der
Zeitverlauf der Schnelle und der Kraft fiir 2 verschiedene
Bogenkrifte skizziert. Bei der kleineren Bogenkréft muf3
die Ubergangszeit ta‘und damit auch die Gleitphasendauer
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tG groBer sein als bei einer groBeren Bogenandruckkfaft,
um Gleichung (46) zu erfiillen.

A}

In Abb. 24 ist bel zwel verschiedenen BQgenandruokkréften
das Ergebnis des Faltungsintegrals (Gl. 22) mit der Ant-
wortfunktion (Gl..33 und Gl. 34) vy dargestellt und wird
mit dem benutzten Ansatz fiilr die Schnelle Vo verglichen.
Die Kraft F, = Fy ist wie beschrieben, in~der~Haftphase
konstant und in der Gleitphase durch die entsprechend im
Ansatz angenommene Schnelle und Gl. (41) bestimmt. Hier
wurden die im nachfolgenden beschriebenen Modell vorhan-
denen Werte fiir Reibungskennlinie benutzt.

Der minimale Bogendruck ergibt sich beim maximalen Wert

der Ubergangszeit %E =t %’= 11/1 aus Gleichung (5) und
(46):
A £ A BAv1 212
T ¢ R e— T = J.T 7
s Mu- Me fu=pg m2YE (e,,) )
=4 By groe )t 48
Mu=He T2Y 8 1 (94) # S

Neben diesen Uberlegungen wurde von HEINRICH /16/ und
BURCHARD /17/ ein elektro-mechanisches Modell der gestriche-
nen Saite erstellt (Abb. 25). Die Saite blieb als schwin-
gendes Medium erhalten. Nur die Selbsterregung der Saite
wurde elektronisch nachgebildet. Die Saite wurde elektro-
dynamisch erregt. An der "Anstreichstelle" der Saite
schwingt die Saite in einem Magnetfeld eines Dauermagneten,
durch die Saite selbst flieBt ein Strom; die entstehende
Kraft erhilt die Schwingungen der Saite aufrecht. Gleich-
zeitig wird an der "Anstreichstelle" die Auslenkung mit
einer Photozelle gemessen, differenziert erhdlt man eine
Spannung, die proportional die Schnelle an der "Anstreich-
stelle" ist. Diese der Schnelle proportionale Spannung

wird auf eine elektronisch nachgebildete Reibungskennlinie
gegeben. Der iiber diese Reibungskennlinie entstehénde Strom
wird auf die Saite gegeben und erzeugt an der "Anstreich-
stelle" eine ihm proportionale Kraft. Damit ist die an der
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"Anstreichételle" vorhandene Kraft Fy und die Schnelle
iiber eine Reibungskennlinie verkoppelt.

Der Vorteil des elektromechanischen Analogon liegt darin,
daB3 die Kraft Fy als Strom und die Schnelle v als Spannung
leicht sichtbar ist.

Allerdings weicht der Schnelleverlauf an dem Analogon et-
was von der Schnelle an wirklich angestrichenen Saiten
ab. Das hat wahrscheinlich zwei Ursachen. Erstens konnte
die Reibungskennlinie nicht exakt nachgebildet werden;
vor allen Dingen ist in der Haftphase die Kraft nicht.
v6llig unabhingig von der Schnelle. Zweitens fehlt die
materielle Bindung zwischen Bogen und Saite, so daf im
Analogon die Saite auch in der z-Richtung schwingen kann.

An diesem Analogon wurde der Kraft- und Schnelleverlauf
an der "Anstreichstelle" bei einem vorher beschriebenen
komplexen AbschluBwiderstand der Saite nachgepriift. An
einem Ende der Saite wurde ein komplexer Widerstand, be-
stehend aus einer Steife und einem Realteil, realisiert.
Er bestand aus einer kurzen, quergespannten Saite, die
durch Schaumstoff bédémpft war. Der AbschluBwiderstand
wurde durch die Ausmessung der stehenden Wellen auf der
Saite gemessen. Das Ergebnis ist im Smith-Diagramm

(Abb. 26) dargestellt. |

Auf diesem Analogon wurde der minimale Bogendruck in Ab-
h&ngigkeit von der "Anstreichstelle" gemessen. Die Ergeb-
nisse und der Vergieich mit der Formel (48) ist in Abb.27
dargestellt. Dabei war der Schnellesprung Av = 60 gg
konstant. Die Kennimpedanz der Saite war i) = 0,5 g%, die

‘Grundfrequenz der Saite % = 110 Hz. Die Reibungskennlinie

hatte folgende Parameter B = %5 %ﬁ ; /uH - /uG = %. Die
Démpfungskonstante 61 fiir die Grundfrequenz wurde einmal
aus dem AbschluBwiderstand (Gleichung (27)) und zum ande-
ren aus der Messung der Abklingzeit bestimmt. Es ergab
sich in beiden Fdllen etwa der gleiche Wert 61=O,6 s.Der

minimale Bogendruck ist dann



e

2
Pomin = 0103 (1) . . (50).
Der gemessene Bogendruck ist gegeniiber dem berechneten et-
wa um den Faktor 2 zu klein. Das kann einmal daran liegen,
daB3 die Bestimmung der genauen Grenze fiir das Abreiflen

der Schwingung unzuverlédssig ist. Zum anderen ist es mﬁglich,
daB die maximale Ubergangszeit kleiner als der angenomme-

ne Wert ist:

" Yimax < -

Mit Hilfe des beschriebenen Modells der gestrichenen Saite,
bei dem an einem Ende der Saite ein einfachster komplexer
AbschluBwiderstand angenommen wurde, konnen die dynamischen
Vorgénge ndherungsweise beschrieben werden. Da jedoch beil
Streichinstrumenten die Riickwirkung des GeigenkOrpers we-
sentlich komplizierter ist, als hier angenommen wurde,

kann man mit Hilfe dieses Modells nicht die dynamischen
Vorgénge in einem Streichinstrument erkléren. Man wird

aber annehmen diirfen, daB eine Erweiterung dieses beschrie- .
benen Modells eine Beschreibung der wichtigsten‘Vorgénge

in einem Streichinstrument in Aussicht stellt.
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